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Anfinge der Topologie
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Leonard Euler und konvexe Polyeder

Eulerscher Polyedersatz

Eulerscher Polyedersatz (1736)

Sei P C R3 ein konvexes
Polyeder mit E Ecken, K Kanten
und F Flachen. Dann gilt

X=E-K+F=2

Hierbei bezeichnet x die Euler

Leonard Euler L
(15.04.1707-18.00.1783) Charakteristik. )
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Leonard Euler und konvexe Polyeder

Eulerscher Polyedersatz

Eulerscher Polyedersatz (1736)

Sei P C R3 ein konvexes

Polyeder E| K| F |x .

Tetraeder 216412 Polyeder rnlt E Ecken, K Kanten
Wirfel s 1216 2 und F Flachen. Dann gilt
Oktaeder 6 |12 | 8 | 2 Y=E—K+F=2.

Dodekaeder | 20 | 30 | 12 | 2

Isokaeder | 12| 30 | 20 | 2 Hierbei bezeichnet x die Euler

Charakteristik.
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Leonard Euler und konvexe Polyeder

Probleme des Satzes

@ Der Eulersche Polyedersatz ist in seiner urspriinglichen

Formulierung intrinsisch, d.h. er hingt von der Einbettung des
Polyeder ab.
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Leonard Euler und konvexe Polyeder

Probleme des Satzes

@ Der Eulersche Polyedersatz ist in seiner urspriinglichen
Formulierung intrinsisch, d.h. er hingt von der Einbettung des
Polyeder ab.

Er beantwortet die Frage nicht, was fiir nicht konvexe
Polyeder gilt.

o Ein Tetrahemihexahedron hat aber z.B.
E=6,K=12und F =7, also y = 1.

Eine allgemeinere Formulierung ist wiinschenswert!
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Bernhard Riemann und Enrico Betti

/wei bedeutende Mathematiker

Georg Friedrich Bernhard Riemann
(17.09.1826-20.07.1866)

Enrico Betti
(21.10.1823-11.08.1892)
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Bernhard Riemann und Enrico Betti

Bettizahlen - erste Schritte (1857)

@ Bernhard Riemann definiert bereits in seiner beriihmten
Abhandlung ,, Theorie der Abel’'scher Functionen" (1857) eine
frithe Version der Bettizahlen.
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@ Bernhard Riemann definiert bereits in seiner beriihmten
Abhandlung ,, Theorie der Abel’'scher Functionen" (1857) eine
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@ Er sagt eine Flache S sei n-fach zusammenhingend, wenn
maximal n Kurven Cj so existieren, dass keine Teilmenge der
Ci einen Rand eines Teils von S bilden.
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Bernhard Riemann und Enrico Betti

Bettizahlen - erste Schritte (1857)

@ Bernhard Riemann definiert bereits in seiner beriihmten
Abhandlung ,, Theorie der Abel’'scher Functionen" (1857) eine
frithe Version der Bettizahlen.

@ Er sagt eine Flache S sei n-fach zusammenhingend, wenn
maximal n Kurven Cj so existieren, dass keine Teilmenge der
Ci einen Rand eines Teils von S bilden. Diese Zahl nennt er
Zusammenhangszahl Z.

o Er zeigt, dass Z nicht von der Wahl der Kurven abhingt.
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Bernhard Riemann und Enrico Betti

Bettizahlen - erste Schritte (1857)

Weiter zeigt er, dass Z der
maximalen Anzahl der iiber-
@ schneidungsfreien Schnitte so
entspricht, dass S danach zu-
sammenhangend bleibt.
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Bernhard Riemann und Enrico Betti

Bettizahlen - erste Schritte (1857)

Weiter zeigt er, dass Z der
maximalen Anzahl der iiber-
@ schneidungsfreien Schnitte so
entspricht, dass S danach zu-
sammenhangend bleibt.

@ Aus heutiger Sicht ist Z = 2dim H;(S,Z/2) und die
Interaktion der Schnitte mit den Cj ist ein erster Hinweis auf
die Poincaré Dualitét.
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Probleme mit Riemanns Formulierung

@ Bernhard Riemann ist sehr ungenau mit den Begriffen Flache,
Kurve, Schnitt und Teil.
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Bernhard Riemann und Enrico Betti

Probleme mit Riemanns Formulierung

@ Bernhard Riemann ist sehr ungenau mit den Begriffen Flache,
Kurve, Schnitt und Teil.

@ Tatsachlich klappt eine Teil seines Beweises deswegen auch
nicht.

@ Weiter ist seine Konstruktion von der Wahl einer Basis des R3
abhangig.

@ Erst Enrico Betti schafft es 1871 mit genaueren Begriffen zu
zeigen, dass Z eine der Flache ist (allerdings ist
sein Beweis noch fehlerhaft).
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Henri Poincaré - Vater der Topologie

Zwei fundamentale Begriffe der Topologie

Jules Henri Poincaré
(29.04.1854-17.07.1912)
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Zwei fundamentale Begriffe der Topologie

Jules Henri Poincaré
(29.04.1854-17.07.1912)

Die Fundamentalgruppe
(,,Analysis Situs" 1895)

Sei M eine stiickweise lineare
n-Mannigfaltigkeit (variété). Sei
m € M. Dann ist die Gruppe
aller Homotopieklassen von
Schleifen fundiert in m, genannt
m1(M, m), eine Invariante von M.

v
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Henri Poincaré - Vater der Topologie

Zwei fundamentale Begriffe der Topologie

Die Bettizahlen und Dualitat
(,,Analysis Situs" 1895)

Sei M eine stiickweise lineare
n-Mannigfaltigkeit (variété).
Dann sind die Bettizahlen by eine
Invariante von M. Weiter gilt

by = b,—, und die alternierende
Summe ist x = >, (—1)kby.

Die Fundamentalgruppe
(,,Analysis Situs" 1895)

Sei M eine stiickweise lineare
n-Mannigfaltigkeit (variété). Sei
m € M. Dann ist die Gruppe
aller Homotopieklassen von
Schleifen fundiert in m, genannt
m1(M, m), eine Invariante von M.

v
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Henri Poincaré - Vater der Topologie

Zwei fundamentale Begriffe der Topologie

Die Bettizahlen und Dualitat
(,,Analysis Situs" 1895)

Sei M eine stiickweise lineare
n-Mannigfaltigkeit (variété).
Dann sind die Bettizahlen by eine
Invariante von M. Weiter gilt

by = b,—, und die alternierende
Summe ist x = >, (—1)kby.
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Henri Poincaré - Vater der Topologie

Ein fundamental neuer Standpunkt

@ Henri Poincaré ist auch nicht sehr strikt mit seinen
Formulierungen, was aber im Laufe der niachsten Jahre durch
andere angepasst wird.
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@ Henri Poincaré ist auch nicht sehr strikt mit seinen
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Das eigentliche Problem ist, dass fast alle seine Argumente
sehr spezifisch sind und deswegen sehr kompliziert werden und
auch ad hoc wirken. Es fehlt der groBere
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z.B. Torsions Koeffizienten, die Kiinneth-Formel und der
Fixpunktsatz von Brouwer.
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Henri Poincaré - Vater der Topologie

Ein fundamental neuer Standpunkt

@ Henri Poincaré ist auch nicht sehr strikt mit seinen

Formulierungen, was aber im Laufe der niachsten Jahre durch
andere angepasst wird.

Das eigentliche Problem ist, dass fast alle seine Argumente
sehr spezifisch sind und deswegen sehr kompliziert werden und
auch ad hoc wirken. Es fehlt der groBere

Zusammenhang. Weiter sind viele seiner Definitionen nur fiir
eine spezielle Klasse von Raumen giiltig.

Aber sein Werk ist trotzdem sehr einflussreich und inspiriert
ein groBe Zahl nachfolgender Mathematiker. Im Laufe der
ndchsten Jahrzehnte werden viele Fortschritte gemacht, wie
z.B. Torsions Koeffizienten, die Kiinneth-Formel und der
Fixpunktsatz von Brouwer.

Allerdings lassen die Fortschritte lange auf sich warten und
viele der Theorem haben einen komplizierten Beweis.
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Homologiegruppen

The Gottingen connection

Amalie Emmy Noether
(23.03.1882-14.05.1935)

55
s
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Heinz Hopf
(19.11.1894-03.06.1971)
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Bettizahlen als Gruppen (1925-1927)

@ Wihrend ihrer Vorlesung und wahrend der Vorlesung von
Heinz Hopf entwickelte Emmy Noether ein bahnbrechendes
neues Konzept zum Studium der Bettizahlen.
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@ Wihrend ihrer Vorlesung und wahrend der Vorlesung von
Heinz Hopf entwickelte Emmy Noether ein bahnbrechendes
neues Konzept zum Studium der Bettizahlen. Sie fasste sie als

auf und nicht nur als Zahlen, die wohl
bekannten Homologiegruppen H;(-).

@ Heinz Hopf erkannte den Vorteil dieser Sichtweise: zwischen
Gruppen gibt es noch Abbildungen, welche man
studieren kann. Tatsachlich sind diese sogar interessanter als
die Gruppen selbst. eine Erkenntnis, welche in der
Kategorientheorie konsequent fortgesetzt wird: Morphismen
sind wichtiger als Objekte, 2-Morphismen als Morphismen
usw.



Kategorifizierung der Grundbegriffe
oeo

Homologiegruppen

Bettizahlen als Gruppen (1925-1927)

@ Wihrend ihrer Vorlesung und wahrend der Vorlesung von
Heinz Hopf entwickelte Emmy Noether ein bahnbrechendes
neues Konzept zum Studium der Bettizahlen. Sie fasste sie als

auf und nicht nur als Zahlen, die wohl
bekannten Homologiegruppen H;(-).

@ Heinz Hopf erkannte den Vorteil dieser Sichtweise: zwischen
Gruppen gibt es noch Abbildungen, welche man
studieren kann. Tatsachlich sind diese sogar interessanter als
die Gruppen selbst. eine Erkenntnis, welche in der
Kategorientheorie konsequent fortgesetzt wird: Morphismen
sind wichtiger als Objekte, 2-Morphismen als Morphismen
usw.

@ Aus heutiger Sicht wiirde man sagen Emmy Noether und
Heinz Hopf haben den Begriff , Bettizahl*
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Kettenkomplexe (1929)

@ Nur kurze Zeit spater, namlich bereits 1929, veroffentlicht der
australische Mathematiker Walther Mayer die rein
algebraische Notation des und stellt damit
die Homologiegruppen dar.
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Kettenkomplexe (1929)

@ Nur kurze Zeit spater, namlich bereits 1929, veroffentlicht der
australische Mathematiker Walther Mayer die rein
algebraische Notation des und stellt damit
die Homologiegruppen dar.

Jit2

Oi— d; d;
1 G() <= Gipa() = ...

<G
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Homologiegruppen

Kettenkomplexe (1929)

@ Nur kurze Zeit spater, namlich bereits 1929, veroffentlicht der
australische Mathematiker Walther Mayer die rein
algebraische Notation des und stellt damit
die Homologiegruppen dar.

i d;
L= G =

Ci() <2 Gya () <22

Hierbei ist §; 0 ;11 = 0, was es deswegen erlaubt
H;(:) = ker(d;)/im(d;41) zu definieren. Damit ist die Euler
Charakteristik >°, (—1)*rk(Hk(+)).
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Homologiegruppen

Kettenkomplexe (1929)

@ Nur kurze Zeit spater, namlich bereits 1929, veroffentlicht der
australische Mathematiker Walther Mayer die rein
algebraische Notation des und stellt damit
die Homologiegruppen dar.

di—1 8

d;
i ,_1() +2

Ci() <2 iy () <22 .

Hierbei ist §; 0 ;11 = 0, was es deswegen erlaubt
H;(:) = ker(d;)/im(d;41) zu definieren. Damit ist die Euler
Charakteristik >°, (—1)*rk(Hk(+)).

@ Aus heutiger Sicht wiirde man sagen Walther Mayer hat den
Begriff , Euler Charakteristik"
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Beispiele

Karten und Kaffeetassen

Fixpunktsatz von Brouwer (1909)

Sei f: D" — D" stetig. Dann hat f mindestens einen Fixpunkt.
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Karten und Kaffeetassen

Fixpunktsatz von Brouwer (1909)

Sei f: D" — D" stetig. Dann hat f mindestens einen Fixpunkt.

Beweis.

Folgt direkt aus dem Lefschetzen Fixpunktsatz, welcher besagt,
dass jede stetige Selbstabbildung f: X — X zwischen einem
endlichen CW Komplex X mit Ar #£ 0 einen Fixpunkt besitzt.
Hierbei ist

Ar = (-1)FTr(H(f, Q): H(X, Q) — Hi(X,Q))

k>0

und die einzige nicht triviale Homologiegruppe von D" ist Hy.

Ol
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Beispiele

Karten und Kaffeetassen

Fixpunktsatz von Brouwer (1909)

Sei f: D" — D" stetig. Dann hat f mindestens einen Fixpunkt.

Beweis.

Folgt direkt aus dem Lefschetzen Fixpunktsatz, welcher besagt,
dass jede stetige Selbstabbildung f: X — X zwischen einem
endlichen CW Komplex X mit Ar #£ 0 einen Fixpunkt besitzt.
Hierbei ist

Ar = (-1)FTr(H(f, Q): H(X, Q) — Hi(X,Q))

k>0

und die einzige nicht triviale Homologiegruppe von D" ist Hy.

Ol

v

Ohne die Abbildungen ( ) zwischen den Gruppen ist
obiger Beweis nicht moglich.
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Karten und Kaffeetassen

In einer Dimension ist der Fixpunktsatz von Brouwer nur der
Zwischenwertsatz.
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Beispiele

Karten und Kaffeetassen

YOU ARE HERE

In einer Dimension ist der Fixpunktsatz von Brouwer nur der
Zwischenwertsatz. In zwei Dimensionen sagt er, dass auf jeder
Karte mindestens ein Punkt fixiert wird; der "you are here”
Marker.
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Beispiele

Karten und Kaffeetassen

Is there a fixed point?

YOU ARE HERE

In einer Dimension ist der Fixpunktsatz von Brouwer nur der
Zwischenwertsatz. In zwei Dimensionen sagt er, dass auf jeder
Karte mindestens ein Punkt fixiert wird; der "you are here”
Marker. In drei Dimensionen sagt er, dass man seinen Kaffee
beliebig stark riihren kann: ein Punkt bleibt fix.
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Der Fundamentalsatz der Algebra

Fundamentalsatz der Algebra (Folklore)

Sei p(x) = x" 4+ a,_1x"t + .- + a9 ein Polynom mit n > 0 und
ax € C. Dann hat p mindestens eine Nullstelle in C.
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Beispiele

Der Fundamentalsatz der Algebra

Fundamentalsatz der Algebra (Folklore)

Sei p(x) = x" 4+ a,_1x"t + .- + a9 ein Polynom mit n > 0 und
ax € C. Dann hat p mindestens eine Nullstelle in C.

| A

Beweis.

Es ist H1(S') = Z und die einzigen Gruppenhomomorphismen

Z — 7 sind die Multiplikationen mit =£n.

Weiter ist Hi(z — z") = -n die Multiplikation mit n fiir alle n € N.
Angenommen es gibt p ohne Nullstelle.
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Der Fundamentalsatz der Algebra

Fundamentalsatz der Algebra (Folklore)

Sei p(x) = x" 4+ a,_1x"t + .- + a9 ein Polynom mit n > 0 und
ax € C. Dann hat p mindestens eine Nullstelle in C.

Beweis.

Wird definieren H, H': S* x [0,1] — St durch

(1 —t)He(z) + tz"
[(1 — t)H:(z) + tz"

Hi(z) = ——= und Hi(z) =

(es ist nicht schwer zu zeigen, dass beide Nenner unter der
Annahme, dass p keine Nullstelle hat, nie Null werden!) zwei
Homotopien von der Konstanten Abbildung zu p und von p zu
z— z".

Damit folgt direkt ein Widerspruch, denn diese Homotopie
impliziert -0 = H1(const) = Hi(z — z") = -n. Ul
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Objekte. Wenn nicht sogar interessanter.
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Homotopie gegeben. In der Tat ist es eine wichtige Frage der
Kategorientheorie, welche Aquivalenzrelationen sind.
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Beispiele

Morphismen und Aquivalenz

Die beiden Beispiele illustrieren zwei Konzepte der
Kategorientheorie:
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@ Fiir hohere Kategorien werden die beiden Punkte sogar
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Cohomologietheorien wie de Rham (1931) ( Konzepte).
e Homologie von Lie-Gruppen (Pontrjagin (1935), Hopf
(1941)). Daraus entwickelte sich der Begriff Hopf Algebra,

einer Algebra mit Comultiplikation ( ).
o Universellen Koeffizienten Theoreme von Cech (1935) (Z ist
ein Objekt der Kategorie der abelschen Gruppen).

@ Hdohere Homotopiegruppen von Hurewicz (1935)
in Kategorien).
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@ Die mathematische Beschreibung von Tensorprodukten wurde
aus der Homologie von Tangentialbiindeln von Whitney
(1938) hergeleitet ( Kategorien).

@ Definition und Theoreme fiir exakte Sequenzen von Hurewicz

(1941). Hierbei spielt § eine groBe Rolle (als
).

@ Eilenberg und Mac Lane diskutieren Hom, Tor, Ext

algebraisch (1942). Dabei entstehen neue Begriffe (es sind
).

o Eilenberg und Steenrod geben eine axiomatische Definition
von (Co-)Homologietheorie (1945), welche spater (1962) von
Milnor erganzt wird (auch H ist ein ).

@ Aber noch mehr...
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Rechts: Samuel Eilenberg (30.09.1913-30.01.1998)
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Der Begriff " Kategorie” erschien in Samuel Eilenbergs und
Saunders Mac Lanes Artikel ,,General Theory of Natural
Equivalences” im Jahr 1945 fast aus dem Nichts. Es gab nur eine
auf Gruppen beschriankte Notation in einem Artikel von ihnen aus
dem Jahr 1942.

Wie der Titel bereits suggeriert waren sie allerdings nicht so sehr
an Kategorien interessiert, sondern an natiirlichen
Transformationen, welche sie auch nicht zum Selbstzweck
einfiihrten, sondern um Effekte aus der homologischen Algebra zu
beschreiben (z.B. mit Homologiegruppen H,(+)).

Auch die Begriffe " Funktor”, "Limes" und " Colimes” tauchen in
dem Artikel zum ersten mal auf.
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Definition von Eilenberg und Mac Lane

Sie ibernahmen den Begriff " Kategorie” aus der Philosophie,
namlich von Aristoteles, Kant und Peirce, definierten ihn aber in
einer mathematisch Weise.

Ihre Definition beinhaltete die Notation der Klasse und Menge, war
aber vor Allem eher eine Art Metakalkiil.

Sie bemerkten bereits, dass man die Objekte nicht wirklich
braucht, die Morphismen sind das .

Es war 1945 noch nicht absehbar, dass Kategorientheorie ist,
als nur eine Sprechweise, um Effekte in der homologischen Algebra,
z.B. die Notation Groupoid fiir die 7,(-) (ohne Wahl eines
Basispunktes), zu beschreiben.
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einige Entwicklung hervorzuheben:
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Eine neue Generation

Das sich in Laufe der nichsten Fiinfzehn Jahre. Dabei sind
einige Entwicklung hervorzuheben:

@ zwei einfluBreiche Biicher von Eilenberg und Steenrod (1952)
und Cartan und Eilenberg (1956) fiihrete zu einer jungen
Generation von Mathematikern, welche mit den Begriffe
aufwuchsen;

@ junge Mathematiker wie Buchsbaum und Grothendieck
definierten Kategorien "neu” in einem mehr praktische,
mengentheoretischen Sinn als Mengen /Abbildungen
(1953-1957);

o Grothendieck benutzte die Notationen erstmals auBerhalb der
homologischen Algebra, ndmlich in der algebraischen
Geometrie (1957);

@ aber vor Allem die deduktive Definition von Lambek und
Lawvere setzte sich Anfang der 1960 wegen ihrer universellen
Eleganz durch.
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Joachim Lambek Francis William Lawvere
(05.12.1922-ongoing) (09.02.1937-ongoing)
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und Pfeilen.
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Punkte und Pfeile

Joachim Lambek und William Lawvere definierten Kategorien auf
kombinatorische Weise als rein deduktives System aus

In ihrem Sinn ist eine Kategorie eine Ansammlung, welche rein
abstrakt zu behandeln ist, d.h. eine Anreihung von Punkten,
Pfeilen und Symbolen modulo passender Relationen.

Pfeile sind z.B. bei ihnen keine Abbildungen, sondern einfach nur
logische Symbole. Einen konkreten Sinn kriegt der Kalkiil erst
durch ein Modell.

Diese Sichtweise ist nicht nur viel , sondern fiihrt die
Arbeitsweise innerhalb der Kategorientheorie vor Augen:
Diagramme jagen und universelle Punkte/Pfeile finden.
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Eine Kategorie in ihrem Sinne ist z.B. auch:

Arrow composition

a a
/ =D \
b b
b T c
< C
cX o
\ [P Identity
Y 52
cX X X
A category \‘ \ 5 \
y y y
a a Associativity
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Weiter offenbarte diese Sichtweise eine Anwendung von
Kategorientheorie als Fundament der gesamten Mathematik.
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Punkte und Pfeile

Weiter offenbarte diese Sichtweise eine Anwendung von
Kategorientheorie als der gesamten Mathematik. Die
kategorielle Logik war geboren und erfuhr schnell einen groBen
Erfolg, als es William Lawvere gelang die Kategorie der Kategorien
zu definieren (1966).

Die Kategorientheorie hatte nun mehrere Anwendungen, namlich in
homologischer Algebra, algebraischer Geometrie und
mathematischer Logik.

Es fehlte nur noch ein kleiner Schubs, um sie entgiiltig als
eigenstandig zu etablieren.

Der letzte Schubs war wohl die Feststellung von Dan Kan, dass
sogennante Adjunktionen in der Mathematik auftauchen.
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Die "richtige” Aquivalenz

Ein fundamentale Fragestellung jeder Wissenschaft, nicht nur der
Mathematik, ist es, welche Art von Aquivalenz man betrachtet.
Fiir Mengen bietet sich z.B. die Isomorphie, d.h. Bijektion, als
Begriff an. Aber will man z.B. Ordinale studieren, so ist dieser
Begriff bereits vollig ungeeignet, da man zu viel Struktur
vernichtet. Dies ist ein Allgemeines Problem: identifiziert man zu
viel, so verliert man vielleicht interessante Informationen,
identifiziert man zu wenig, so kann man vielleicht keine
interessanten Aussagen mehr treffen.

In fast allen Zusammenhangen sind die Extrema, namlich
Gleichheit und "alles ist gleich”, viel zu fein bzw. zu grob. Ein
sinnvoller Begriff liegt dazwischen.
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Die "richtige” Aquivalenz

Betrachten man z.B. die drei bekanntesten Aquivalenzbegriffe der
Topologie genauer, namlich Isotopie, Hom&omorhpie und
Homotopie, so stellt man fest:

e alle Knoten sind homdomorph zu St, aber ein nicht trivialer
Knoten ist nicht isotop zu S?;

@ eine Kreisscheibe D? ist homotop zu einem Punkt, aber nicht
homoomorph;

e die Funktoren (), H.(-) sind Homotopie invariant.

Es gibt also meist keine eindeutige Antwort, sondern meist nur eine
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Die "richtige” Aquivalenz

Betrachten man z.B. die drei bekanntesten Aquivalenzbegriffe der
Topologie genauer, namlich Isotopie, Hom&omorhpie und
Homotopie, so stellt man fest:

e alle Knoten sind homdomorph zu St, aber ein nicht trivialer
Knoten ist nicht isotop zu S?;

@ eine Kreisscheibe D? ist homotop zu einem Punkt, aber nicht
homoomorph;

e die Funktoren (), H.(-) sind Homotopie invariant.

Es gibt also meist keine eindeutige Antwort, sondern meist nur eine

Was ist also ein " guter” Begriff fiir die Kategorientheorie?



Die Kategorientheorie wird eigenstindig
00®00000

Adjunktionen - fundamentaler Begriff der Kategorientheorie

Die "richtige” Aquivalenz

Dan Kan's Antwort (1958)

Isomorphie von Funktoren kommt
eigentlich fast nicht vor.

Natiirliche Aquivalenz ist das, was wir
zwar haben wollen, aber Adjungiertheit ist
das, was wir oft kriegen.

Daniel Marinus Kan
(??-ongoing)
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Die "richtige” Aquivalenz

Daniel Marinus Kan (genannt Dan Kan) definierte in seinem
Artikel ,,Adjoint Functors” im Jahr 1958 den Begriff der
adjungierten Aquivalenz von Funktoren.
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Die "richtige” Aquivalenz

Daniel Marinus Kan (genannt Dan Kan) definierte in seinem
Artikel ,,Adjoint Functors” im Jahr 1958 den Begriff der
adjungierten Aquivalenz von Funktoren.

Dieser stellte sich im Laufe der Jahre als fiir die
Kategorientheorie heraus. Und das obwohl er von allen anderen bis
dahin einfach iibersehen wurde.
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Die "richtige” Aquivalenz

Daniel Marinus Kan (genannt Dan Kan) definierte in seinem
Artikel ,,Adjoint Functors” im Jahr 1958 den Begriff der
adjungierten Aquivalenz von Funktoren.

Dieser stellte sich im Laufe der Jahre als fiir die
Kategorientheorie heraus. Und das obwohl er von allen anderen bis
dahin einfach iibersehen wurde.

Salopp kann man sagen Isomorphie entspricht Isotopie, natiirliche
Aquivalenz entspricht Homéomorhpie und Adjungiertheit
entspricht Homotopie.
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Adjunktionen - fundamentaler Begriff der Kategorientheorie

Eine lange Liste von Beispielen

Dan Kans Beobachtung kann man an folgendem Beispiel erklaren:
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Eine lange Liste von Beispielen

Dan Kans Beobachtung kann man an folgendem Beispiel erklaren:
Betrachte die Kategorien GRP (Gruppen) und SET (Mengen).
Diese sind sicher nicht dquivalent



Die Kategorientheorie wird eigenstindig
[e]eleleY Yolele}

Adjunktionen - fundamentaler Begriff der Kategorientheorie

Eine lange Liste von Beispielen

Dan Kans Beobachtung kann man an folgendem Beispiel erklaren:
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Diese sind sicher nicht dquivalent (SET hat kein Nullobjekt)
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Eine lange Liste von Beispielen

Dan Kans Beobachtung kann man an folgendem Beispiel erklaren:
Betrachte die Kategorien GRP (Gruppen) und SET (Mengen).
Diese sind sicher nicht dquivalent (SET hat kein Nullobjekt), denn
es gibt viele Moglichkeiten eine Gruppenstruktur auf einer Menge
zu definieren. Aber es gibt eine andere fundamentale Beziehung.
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Adjunktionen - fundamentaler Begriff der Kategorientheorie

Eine lange Liste von Beispielen

Dan Kans Beobachtung kann man an folgendem Beispiel erklaren:
Betrachte die Kategorien GRP (Gruppen) und SET (Mengen).
Diese sind sicher nicht dquivalent (SET hat kein Nullobjekt), denn
es gibt viele Moglichkeiten eine Gruppenstruktur auf einer Menge
zu definieren. Aber es gibt eine andere fundamentale Beziehung.
Sei V: GRP — SET der Vergissfunktor, d.h. vergiss die
Gruppenstruktur. Frage: Gibt es eine Gruppenstruktur fiir eine
Menge so, dass man andere mogliche Gruppenstruktur aus
dieser gewinnen (faktorisieren) kann?
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Eine lange Liste von Beispielen

Dan Kans Beobachtung kann man an folgendem Beispiel erklaren:
Betrachte die Kategorien GRP (Gruppen) und SET (Mengen).
Diese sind sicher nicht dquivalent (SET hat kein Nullobjekt), denn
es gibt viele Moglichkeiten eine Gruppenstruktur auf einer Menge
zu definieren. Aber es gibt eine andere fundamentale Beziehung.
Sei V: GRP — SET der Vergissfunktor, d.h. vergiss die
Gruppenstruktur. Frage: Gibt es eine Gruppenstruktur fiir eine
Menge so, dass man andere mogliche Gruppenstruktur aus
dieser gewinnen (faktorisieren) kann?

In der Tat: die freie Gruppe! Bezeichne F den Funktor, welche
einer Menge ihre freie Gruppe zuordnet.
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Dann gilt Vo F #id und Fo V #id.
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Eine lange Liste von Beispielen

Dann gilt Vo F #id und F o V #id. Aber es gibt die Einheit
n: id— V o F und die Coeinheit ¢: id— F o V so, dass fiir alle
Abbildungen f: X — V/(G) und alle Gruppenhomomorphismen
g: F(X)—= G f': F(X) - G und g’: X — U(G) so
gibt, dass V(f')on =f und o F(g') = g gilt.
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Eine lange Liste von Beispielen

Dann gilt Vo F #id und F o V #id. Aber es gibt die Einheit
n: id— V o F und die Coeinheit ¢: id— F o V so, dass fiir alle
Abbildungen f: X — V/(G) und alle Gruppenhomomorphismen

g: F(X)—= G f': F(X) - G und g’: X — U(G) so
gibt, dass V(f')on =f und o F(g') = g gilt.
Oder anders: F ist die Approximation an eine Inverse

zu V. Dies motivierte Dan Kan zu dem Begriff der Adjunktion,
d.h. einem Paar von Funktoren F, G zusammen mit Einheit und
Coeinheit und natiirlichen Isomorphismen zwischen Hom(F-,-) und
Hom(-,G-).
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Eine lange Liste von Beispielen

Adjunktionen sind iiberall und sie sind eindeutig bis auf natiirliche
Isomorphie:
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Eine lange Liste von Beispielen

Adjunktionen sind und sie sind eindeutig bis auf natiirliche
Isomorphie:

@ "&quivalent” zum Begriff des universellen Objektes/Pfeils, zu

den Kan-Erweiterungen, zu darstellbaren Funktoren und
Monaden;
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Eine lange Liste von Beispielen

Adjunktionen sind und sie sind eindeutig bis auf natiirliche
Isomorphie:
@ "&quivalent” zum Begriff des universellen Objektes/Pfeils, zu
den Kan-Erweiterungen, zu darstellbaren Funktoren und
Monaden;

@ Verallgemeinerung des Begriffes Kategoriendquivalenz;
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Eine lange Liste von Beispielen

Adjunktionen sind und sie sind eindeutig bis auf natiirliche
Isomorphie:

@ "&quivalent” zum Begriff des universellen Objektes/Pfeils, zu
den Kan-Erweiterungen, zu darstellbaren Funktoren und
Monaden;

@ Verallgemeinerung des Begriffes Kategoriendquivalenz;

o freie Funktoren sind links adjungiert zu Vergissfunktoren;
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Eine lange Liste von Beispielen

Adjunktionen sind und sie sind eindeutig bis auf natiirliche
Isomorphie:

@ "&quivalent” zum Begriff des universellen Objektes/Pfeils, zu
den Kan-Erweiterungen, zu darstellbaren Funktoren und
Monaden;

@ Verallgemeinerung des Begriffes Kategoriendquivalenz;
o freie Funktoren sind links adjungiert zu Vergissfunktoren;

@ Tensorprodukte sind links adjungiert zu Hom-Funktoren;
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Eine lange Liste von Beispielen

Adjunktionen sind und sie sind eindeutig bis auf natiirliche
Isomorphie:

@ "&quivalent” zum Begriff des universellen Objektes/Pfeils, zu
den Kan-Erweiterungen, zu darstellbaren Funktoren und
Monaden;

@ Verallgemeinerung des Begriffes Kategoriendquivalenz;
o freie Funktoren sind links adjungiert zu Vergissfunktoren;
@ Tensorprodukte sind links adjungiert zu Hom-Funktoren;

@ abelisieren einer Gruppe G/[G, G] ist rechts adjungiert zur
Inklusion;
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Eine lange Liste von Beispielen

@ Suspension eines topologischen Raums X ist links adjungiert
zum Schleifenraum von X;
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Eine lange Liste von Beispielen

@ Suspension eines topologischen Raums X ist links adjungiert
zum Schleifenraum von X;

o Stone-Cech Kompaktifizierung ist rechts adjungiert zur
Inklusion;
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Eine lange Liste von Beispielen

@ Suspension eines topologischen Raums X ist links adjungiert
zum Schleifenraum von X;

o Stone-Cech Kompaktifizierung ist rechts adjungiert zur
Inklusion;

@ verschiedene Beispiele aus der mathematischen Logik, z.B.
Quantoren und Negationen;

@ UuUsSw.
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Adjunktionen - fundamentaler Begriff der Kategorientheorie

Eine lange Liste von Beispielen

@ Suspension eines topologischen Raums X ist links adjungiert
zum Schleifenraum von X;

o Stone-Cech Kompaktifizierung ist rechts adjungiert zur
Inklusion;

@ verschiedene Beispiele aus der mathematischen Logik, z.B.
Quantoren und Negationen;
@ usw.

Deshalb ist es eine zentrale Frage, welche Funktoren Adjungierte
haben.
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Eigenstandigkeit der Kategorientheorie

Der Begriff der adjungierten Funktoren und die zugehorige Liste
von Beispielen, die in den folgenden Jahren innerhalb der Algebra,
algebraischen Geometrie, Topologie, Graphentheorie und
mathematischen Logik gefunden wurden, legte nahe, dass der
Begriff Kategorie war als nur ein Werkzeug um einige
Phanomene der homologischen Algebra zu verstehen.
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Begriff Kategorie war als nur ein Werkzeug um einige
Phanomene der homologischen Algebra zu verstehen.

Einige der wichtigsten Entwicklungen in den folgenden Jahren
seien hier hervorzuheben:
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von Beispielen, die in den folgenden Jahren innerhalb der Algebra,
algebraischen Geometrie, Topologie, Graphentheorie und
mathematischen Logik gefunden wurden, legte nahe, dass der
Begriff Kategorie war als nur ein Werkzeug um einige
Phanomene der homologischen Algebra zu verstehen.

Einige der wichtigsten Entwicklungen in den folgenden Jahren
seien hier hervorzuheben:

e Grothendieck (1957): abelsche Kategorien und K-Theorie;
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Eigenstandigkeit der Kategorientheorie

Der Begriff der adjungierten Funktoren und die zugehorige Liste
von Beispielen, die in den folgenden Jahren innerhalb der Algebra,
algebraischen Geometrie, Topologie, Graphentheorie und
mathematischen Logik gefunden wurden, legte nahe, dass der
Begriff Kategorie war als nur ein Werkzeug um einige
Phanomene der homologischen Algebra zu verstehen.

Einige der wichtigsten Entwicklungen in den folgenden Jahren
seien hier hervorzuheben:

e Grothendieck (1957): abelsche Kategorien und K-Theorie;

o der Begriff Topos von Grothendieck (1958) -
Kategorientheorie als Grundlage der Mathematik;
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Eigenstandigkeit der Kategorientheorie

Der Begriff der adjungierten Funktoren und die zugehorige Liste
von Beispielen, die in den folgenden Jahren innerhalb der Algebra,
algebraischen Geometrie, Topologie, Graphentheorie und
mathematischen Logik gefunden wurden, legte nahe, dass der
Begriff Kategorie war als nur ein Werkzeug um einige
Phanomene der homologischen Algebra zu verstehen.

Einige der wichtigsten Entwicklungen in den folgenden Jahren
seien hier hervorzuheben:

e Grothendieck (1957): abelsche Kategorien und K-Theorie;

o der Begriff Topos von Grothendieck (1958) -
Kategorientheorie als Grundlage der Mathematik;

@ algebraische K-Theorie wird 1959 von Serre eingefiihrt;
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Eigenstandigkeit der Kategorientheorie

Der Begriff der adjungierten Funktoren und die zugehorige Liste
von Beispielen, die in den folgenden Jahren innerhalb der Algebra,
algebraischen Geometrie, Topologie, Graphentheorie und
mathematischen Logik gefunden wurden, legte nahe, dass der
Begriff Kategorie war als nur ein Werkzeug um einige
Phanomene der homologischen Algebra zu verstehen.

Einige der wichtigsten Entwicklungen in den folgenden Jahren
seien hier hervorzuheben:

e Grothendieck (1957): abelsche Kategorien und K-Theorie;

o der Begriff Topos von Grothendieck (1958) -
Kategorientheorie als Grundlage der Mathematik;

@ algebraische K-Theorie wird 1959 von Serre eingefiihrt;

@ Kan-Erweiterungen und simpliziale Mengen von Dan Kan
(1960);
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Eigenstandigkeit der Kategorientheorie

o Grothendieck kategorifiziert die Galois Theorie (1960)
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Eigenstandigkeit der Kategorientheorie

o Grothendieck kategorifiziert die Galois Theorie (1960)

e Lawvere begriindet die kategorielle Logik (1963) -
Kategorientheorie statt Mengentheorie;
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o Grothendieck kategorifiziert die Galois Theorie (1960)

e Lawvere begriindet die kategorielle Logik (1963) -
Kategorientheorie statt Mengentheorie;

@ Mac Lane pragt den Begriff monoidale Kategorie (1963) - ein
Fundament fiir Tensorprodukte;
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o Grothendieck kategorifiziert die Galois Theorie (1960)

e Lawvere begriindet die kategorielle Logik (1963) -
Kategorientheorie statt Mengentheorie;

@ Mac Lane pragt den Begriff monoidale Kategorie (1963) - ein
Fundament fiir Tensorprodukte;

e Axiomatisierung der Begriffe " Kategorie der Mengen” (1963)
und " Kategorie der Kategorien” (1966);
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Eigenstandigkeit der Kategorientheorie

o Grothendieck kategorifiziert die Galois Theorie (1960)
e Lawvere begriindet die kategorielle Logik (1963) -
Kategorientheorie statt Mengentheorie;

@ Mac Lane pragt den Begriff monoidale Kategorie (1963) - ein
Fundament fiir Tensorprodukte;

e Axiomatisierung der Begriffe " Kategorie der Mengen” (1963)
und " Kategorie der Kategorien” (1966);

o strikte 2-Kategorien werden 1965 von Ehrenmann eingefiihrt
und 1967 von Bénabou auf schwache 2-Kategorien
verallgemeinert;
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Eigenstandigkeit der Kategorientheorie

@ Lambek benutzt den Begriff Multikategorie (1968);
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@ Lambek benutzt den Begriff Multikategorie (1968);

@ Lawvere und Tierney griinden die " Theorie der Universen”
(1970);
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Eigenstandigkeit der Kategorientheorie

@ Lambek benutzt den Begriff Multikategorie (1968);

@ Lawvere und Tierney griinden die " Theorie der Universen”
(1970);

@ Mac Lanes Buch , Categories for the working mathematician
erscheint 1971 und wird das Standardwerk.
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@ Lambek benutzt den Begriff Multikategorie (1968);

@ Lawvere und Tierney griinden die " Theorie der Universen”
(1970);

@ Mac Lanes Buch , Categories for the working mathematician
erscheint 1971 und wird das Standardwerk.

Spatestens ab 1971 ist die Kategorientheorie zu einem
eigenstandigen Gebiet gewachsen.
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@ Lambek benutzt den Begriff Multikategorie (1968);
@ Lawvere und Tierney griinden die " Theorie der Universen”
(1970);

@ Mac Lanes Buch , Categories for the working mathematician
erscheint 1971 und wird das Standardwerk.

Spatestens ab 1971 ist die Kategorientheorie zu einem
eigenstandigen Gebiet gewachsen. Bis heute wird seitdem das
Prinzip der Kategorifizierung fortgesetzt.
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Eigenstandigkeit der Kategorientheorie

@ Lambek benutzt den Begriff Multikategorie (1968);

@ Lawvere und Tierney griinden die " Theorie der Universen”
(1970);

@ Mac Lanes Buch , Categories for the working mathematician
erscheint 1971 und wird das Standardwerk.

Spatestens ab 1971 ist die Kategorientheorie zu einem
eigenstandigen Gebiet gewachsen. Bis heute wird seitdem das
Prinzip der Kategorifizierung fortgesetzt.

Heute kann man sie als Landkarte (wie auf dem Titelbild)
bezeichnen: sie enthiillt verborgene Beziehungen

unterschiedlicher Gebiete - von der Physik bis zur mathematischen
Logik.
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Eigenstandigkeit der Kategorientheorie

@ Lambek benutzt den Begriff Multikategorie (1968);

@ Lawvere und Tierney griinden die " Theorie der Universen”
(1970);

@ Mac Lanes Buch , Categories for the working mathematician
erscheint 1971 und wird das Standardwerk.

Spatestens ab 1971 ist die Kategorientheorie zu einem
eigenstandigen Gebiet gewachsen. Bis heute wird seitdem das
Prinzip der Kategorifizierung fortgesetzt.

Heute kann man sie als Landkarte (wie auf dem Titelbild)
bezeichnen: sie enthiillt verborgene Beziehungen

unterschiedlicher Gebiete - von der Physik bis zur mathematischen
Logik.

Eine interessante Verbindung wollen wir im Folgenden Abschnitt
beleuchten.
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Monoidale Kategorien

In seinem einflussreichen Artikel ,,Natural associativity and
commutativity" (1963) fiihrte Saunders Mac Lane den Begriff der
monoidalen Kategorie ein. Die Idee dabei war die von ihm
gemachte Beobachtung:
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Monoidale Kategorien

In seinem einflussreichen Artikel ,,Natural associativity and
commutativity" (1963) fiihrte Saunders Mac Lane den Begriff der
monoidalen Kategorie ein. Die Idee dabei war die von ihm
gemachte Beobachtung:

Falls U, V, W drei K-Vektorrdaume sind, so sagen eigentlich alle
Mathematiker, dass

VoW = WeV; (UaV)eW = U(VaW), KoV =V = VoK

gilt, obwohl dies nur bis auf natiirliche Isomorphie gilt.
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Monoidale Kategorien

In seinem einflussreichen Artikel ,,Natural associativity and
commutativity" (1963) fiihrte Saunders Mac Lane den Begriff der
monoidalen Kategorie ein. Die Idee dabei war die von ihm
gemachte Beobachtung:

Falls U, V, W drei K-Vektorrdaume sind, so sagen eigentlich alle
Mathematiker, dass

VoW = WeV; (UaV)eW = U(VaW), KoV =V = VoK

gilt, obwohl dies nur bis auf natiirliche Isomorphie gilt.

Er erkannte, dass es sich dabei um ein Konzept der
Kategorientheorie handelte, namlich, dass (fast) alle Begriffe nur
bis auf eine Art natiirliche Isomorphie giiltig sind.
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Tensorprodukte und Zépfe

Monoidale Kategorien

In seinem einflussreichen Artikel ,,Natural associativity and
commutativity" (1963) fiihrte Saunders Mac Lane den Begriff der
monoidalen Kategorie ein. Die Idee dabei war die von ihm
gemachte Beobachtung:

Falls U, V, W drei K-Vektorrdaume sind, so sagen eigentlich alle
Mathematiker, dass

VoW = WeV; (UaV)eW = U(VaW), KoV =V = VoK

gilt, obwohl dies nur bis auf natiirliche Isomorphie gilt.

Er erkannte, dass es sich dabei um ein Konzept der
Kategorientheorie handelte, namlich, dass (fast) alle Begriffe nur
bis auf eine Art natiirliche Isomorphie giiltig sind. Dies motivierte
ihn den Begriff des Tensorproduktes auf allgemeine Kategorien
(und damit iiber Vektorraume hinaus) zu iibertragen. Der
Begriff der monoidalen Kategorie war geboren.
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Monoidale Kategorien

Sei C eine Kategorie mit einem Funktor, genannt Tensorprodukt,
®: C x C — C. Er fixierte vier Klassen natiirlicher Isomorphismen
und ein Objekt 1. Seien x, y, z Objekte von C.
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Sei C eine Kategorie mit einem Funktor, genannt Tensorprodukt,
®:CxC—C.Er vier Klassen natiirlicher Isomorphismen
und ein Objekt 1. Seien x, y, z Objekte von C.
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natiirlichen Isomorphismen sogar die ldentitat sind.
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Sei C eine Kategorie mit einem Funktor, genannt Tensorprodukt,
®:CxC—C.Er vier Klassen natiirlicher Isomorphismen
und ein Objekt 1. Seien x, y, z Objekte von C.

@ linke und rechte Einheit /,: 1 ® x — x und r: x ® 1 — x;

@ Assoziator ay,y,: X® (y ® z) = (x ® y) ® z und den Zopf
By: x®@y —y®x.

Zusammen mit noch einigen Axiomen, von denen hier nur
B,y By x = 1 erwahnt werden soll, formt dieser Input eine
monoidale Kategorie. Er nannte sie strikt, falls alle fixierten
natiirlichen Isomorphismen sogar die ldentitat sind.
Er bewies das folgende Theorem, welches eine Rechtfertigung fiir
die Nachlassigkeit der Mathematiker ist.
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eine geliefert, warum wir so oft guten
Gewissens Klammern weglassen diirfen.
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Mac Lanes Koherenztheorem

Jede monoidale Kategorie ist monoidal dquivalent zu einer strikt
monoidalen Kategorie.

Das ist Grund, warum man schlampig KQ V=V =V QK
usw. schreiben kann, denn die nicht strikte Kategorie der
K-Vektorraume ist dquivalent zu einer strikten.
Tatsachliche sind fast alle " praktischen” Beispiele von monoidalen
Kategorien nicht strikt, aber das Theorem erlaubt es uns sie als
strikt anzusehen. Damit hat die Kategorientheorie durch

eine geliefert, warum wir so oft guten
Gewissens Klammern weglassen diirfen.
Allerdings gibt es auch ein Problem mit seiner Erkenntnis:
Bereits der Ring der Matrizen zeigt, dass Kommutativitdt nicht so
natiirlich ist wie Assoziativitat.
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Es entstand im Laufe der Jahre (hierbei ist es schwer einen
speziellen Entdecker zu nennen) ein graphisches Kalkiil, welches
diesen Effekt beschreibt:
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konnen wir den Zopf By, wie
rechts darstellen.
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Zopfe und Kategorientheorie

Es entstand im Laufe der Jahre (hierbei ist es schwer einen
speziellen Entdecker zu nennen) ein Kalkiil, welches
diesen Effekt beschreibt:

Wenn wir f: x — y als eine f=
zeitliche Entwicklung und
fRf': x@x" — y®y' durch
Platzierung darstellen, so
konnen wir den Zopf By, wie
rechts darstellen.

Damit sieht man, dass monoidale Kategorien im Gegensatz zu
"normalen” Kategorien eine Struktur haben, die
horizontale (Standard-) und vertikale (Tensor-) Verkniipfung.
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So sieht man leicht die Unnatirlichkeit von Saunders Mac Lanes
Konstruktion ein. Sie wiirde ndmlich folgende Identitdt beinhalten.
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So sieht man leicht die Unnatirlichkeit von Saunders Mac Lanes
Konstruktion ein. Sie wiirde ndmlich folgende Identitdt beinhalten.

Wi || b

Y YXSYX YY VY VX =YX Yy

AR

Linke Gleichung ist in drei Dimensionen im Allgemeinen falsch, da
sie zur Trivialitat aller Knoten fiihren wiirde.
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erfiillt als verzopft.
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Solche verzopften Kategorien werden heutzutage z.B. zum
Studium von 3-Mannigfalltigskeitsinvarianten (via ),
Quantengruppe (via ) und in der
theoretischen Physik (via ) verwendet.
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Man bezeichnet eine Kategorie, welche nur die rechte Gleichung
erfiillt als verzopft. Ist auch die linke Gleichung erfiillt, so sagt
man sie ist symmetrisch. Damit kann man beweisen:

Mac Lanes Koherenztheorem - Teil 2

Jede (symmetrisch) monoidale Kategorie ist monoidal &quivalent
zu einer strikt (symmetrisch) monoidalen, aber nicht jede zu einer
symmetrischen.

Solche verzopften Kategorien werden heutzutage z.B. zum

Studium von 3-Mannigfalltigskeitsinvarianten (via ),
Quantengruppe (via ) und in der
theoretischen Physik (via ) verwendet.

Das genaue Studium von hat sich wieder

mal als niitzlich erwiesen.
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Zweidimensionale Kategorien

2-Kategorien

Jean Bénabou (1967)

Die monoidalen Kategorien sind
zweidimensional, aber eigentlich
fast nie strikt.

Also sollte die zweidimensionale
Verkniipfung nur bis auf

Jean Bénabou 2-Isomorphie eindeutig sein.
(03.06.1932-ongoing)
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bemerkte Jean Bénabou in , Introduction to Bicategories” (1967)
und definierte was er Bikategorie nannte (heute eher als schwache
2-Kategorie bezeichnet).



Grothendiecks n-Kategorien
0®0000

Zweidimensionale Kategorien

2-Kategorien

Die zweidimensionale Struktur von monoidalen Kategorien
bemerkte Jean Bénabou in , Introduction to Bicategories” (1967)
und definierte was er Bikategorie nannte (heute eher als schwache
2-Kategorie bezeichnet).

Die Idee ist es die Beobachtung der Kategorientheorie, dass
Morphismen interessanter sind als Objekte,



Grothendiecks n-Kategorien
0®0000

Zweidimensionale Kategorien

2-Kategorien

Die zweidimensionale Struktur von monoidalen Kategorien
bemerkte Jean Bénabou in , Introduction to Bicategories” (1967)
und definierte was er Bikategorie nannte (heute eher als schwache
2-Kategorie bezeichnet).

Die Idee ist es die Beobachtung der Kategorientheorie, dass
Morphismen interessanter sind als Objekte, . Er
definierte deswegen die 2-Morphismen, also Morphismen zwischen
Morphismen. Genauer:



Grothendiecks n-Kategorien
0®0000

Zweidimensionale Kategorien
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Die zweidimensionale Struktur von monoidalen Kategorien
bemerkte Jean Bénabou in , Introduction to Bicategories” (1967)
und definierte was er Bikategorie nannte (heute eher als schwache
2-Kategorie bezeichnet).

Die Idee ist es die Beobachtung der Kategorientheorie, dass
Morphismen interessanter sind als Objekte, . Er
definierte deswegen die 2-Morphismen, also Morphismen zwischen
Morphismen. Genauer:

Objekte 1-Morphismen 2-Morphismen
f
f q\
X® X0 ——> .y X0 (0] .y

S
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Die Verkniipfung ist fiir 1-Morphismen wie in normalen Kategorien.
Fiir die 2-Morphismen definierte er angelehnt an die Beobachtung
von Saunders Mac Lane eine horizontale und eine vertikale
Verkniipfung (zusammen mit einigen Axiomen):
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xo—— 5 oy Xxe ﬂag oy Mﬂ oz
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Damit wird noch deutlicher, dass man sich Kategorien gut

vorstellen kann.
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2-Kategorien

Die Verkniipfung ist fiir 1-Morphismen wie in normalen Kategorien.
Fiir die 2-Morphismen definierte er angelehnt an die Beobachtung
von Saunders Mac Lane eine und eine

Verkniipfung (zusammen mit einigen Axiomen):

f f h

xo—— 5 oy Xxe ﬂag oy Mﬂ oz
h g J
Damit wird noch deutlicher, dass man sich Kategorien gut

vorstellen kann. Haben normale Kategorien eine kombinatorische
Struktur, so haben 2-Kategorien sogar eine topologische Struktur.
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Zwar ist jede Kategorie eine 2-Kategorie (ohne 2-Morphismen) und
auch die " Kategorie der Kategorien” mit Kategorien als 0-Zellen,
Funktoren als 1-Zellen und natiirlichen Transformationen als
2-Zellen, aber dies sind keine guten Beispiele.

Eins von den wichtigsten Axiomen ist es, dass Einheit und
Assoziativitat der Verkniipfung spezielle
2-Isomorphismen gelten miissen.

Der Assoziator ayy ,: x ® (y ® z) = (x ® y) ® z in monoidalen
Kategorien ist ein Beispiel.

Aber genannte Beispiele erfiillen Einheit und Assoziativitat direkt -
dies passiert eigentlich selten.

Schauen wir uns deshalb ein Beispiel an, namlich
BiMOD.
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normale Komposition (vertikal) und ebenfalls Tensorieren
(horizontal) fiir 2-Morphismen.
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Die 2-Kategorie BiMOD hat Ringe R, S, ... als 0-Zellen,

R — S5-Bimodule gMs, gNs, ... als 1-Zellen und
Bimodulhomomorphismen f, g,...: RMs — rNs als 2-Zellen.
Was sind die Verkniipfungen? Tensorieren fiir die 1-Zellen

R rMs S sMr T
v
rRMs ®s sMrt

normale Komposition (vertikal) und ebenfalls Tensorieren
(horizontal) fiir 2-Morphismen.
Hier gelten Einheit und Assoziativitdt nur bis auf Isomorphie.
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Beispiele

Dieses Beispiel inspirierte Jean Bénabou zu folgender Beobachtung:
1-Kategorien mit einem Objekt sind wie die Natiirlichen Zahlen N
Monoide und 2-Kategorien mit einem Objekt sind monoidale
Kategorien.
Fiir das Beispiel der 2-Kategorie BIMOD ergibt sich also, dass sie
Kategorie der R-Module, also fiir alle Ringe R, als
Unterkategorie enthalt!
Dazu fixiert man einfach einen festen Ring R. Mit Jean Bénabous
Beobachtung kriegt man sogar das Tensorprodukt ®g .
Deswegen wurden 2-Kategorien in den folgenden Jahren bis heute
intensiv studiert.
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Die w-Kategorien

Grothendiecks Traum

Grothendiecks Traum (1983)

Sei X ein topologischer Raum.
Dann gibt es ein Kategorie
[L,(X). genannt Fundamentaler
w-Groupoid, welcher eine
vollstandige Invariante des
Homotopietyps von X ist.

Alexandre Grothendieck
(28.03.1928-ongoing)
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In Jahr 1983 schrieb Alexandre Grothendieck einen ca. 600 seitigen
Brief an seinen Freund Daniel Quillen, in welchem er, von
den Uberlegungen von Jean Bénabou, den Begriff der n-Kategorie
und der w-Kategorie benutzte.

In seiner Vorstellung sollten n-Kategorien ein

Analogon zu den bereits etablierten 2-Kategorien sein.

Eine n-Kategorie in seinem Sinne sollte n-Zellen enthalten, wobei
die n-Zellen immer zwischen den n — 1-Zellen verlaufen und eine n
verschiedene Verkniipfungen haben.

Damit ergibt sich folgendes Bild:
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Hierbei ist wieder alles eine gewisse Art von
n-lsomorphie definiert. Allerdings gibt es bis heute keinen
eindeutigen Ansatz fiir die Definition, d.h. es gibt mehrere Ansatze,
von denen sich noch keiner durchgesetzt hat.
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Grothendiecks Beispiel

Alexandre Grothendieck beschrieb ein Beispiel einer Kategorie,
welche er w-Kategorie nannte. Das ist eine Kategorie, welche fiir
jedes n € w die n-Zellen enthilt. Sei X ein topologischer Raum.
Sein Beispiel war die w-Kategorie [[,(X). Sie hat:

@ Punkte x € X als 0-Zellen;

o Wege w: [0,1] — X als 1-Zellen;

e Homotopien von Wegen [0, 1]> — X als 2-Zellen;

o Homotopien von Homotopien von Wegen [0,1]® — X als

3-Zellen usw.

Komposition ist Verkniipfen von Wegen bzw. Homotopien. Da
damit alle n > 0-Zellen sind, nannte er [ (X) den
Fundamentalen w-Groupoid. Es ist z.B. [[;(X) der klassische
Fundamental Groupoid.
Wie man an diesem Beispiel sieht ist alles nur bis auf eine Art von
Aquivalenz (Homotopie) sinnvoll, da z.B. bereits die Verkniipfung
von Wegen nur bis auf Homotopie assoziativ ist.
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Viele interessante Beispiele

Heute bezeichnet man solche Kategorien (Vorsicht: es hat sich
noch keine Definition von nur bis auf Homotopie durchgesetzt) als
schwach. Andere Beispiele sind:
@ w-TOP, also topologische Raume mit stetigen Abbildung und
Homotopien von stetigen Abbildungen und...
@ w-ChCo, also Kettenkomplexe mit Kettenabbildungen und
Homotopien von Kettenabbildungen und...
Ist die Welt gerecht, so gibt es einen schwachen w-Funktor [ .
Wegen einer groBen Zahl weiterer Beispiele wurden und werden
n-Kategorien intensiv studiert.
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der Beobachtung von Jean Bénabou, niamlich das 2-Kategorien mit
nur einem Objekt gerade die monoidalen sind.
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Ein interessanter Effekt ist besonders zu erwdhnen. Er beruht auf
der Beobachtung von Jean Bénabou, niamlich das 2-Kategorien mit
nur einem Objekt gerade die monoidalen sind. Man bezeichnet
eine n 4+ m-Kategorie als m ausgeartet, wenn sie fiir alle kK < m nur

eine k-Zelle enthalt. Es ergibt sich das der
n-Kategorien:
n=0 n=1 n=2
= Mengen Kategorien 2-Kategorien
= Monoide monoidale Kat. | monoidale 2-Kat.

komm. Monoide

verzopfte Kat.

verzopfte 2-Kat.

sym. mon. Kat.

sylleptische 2-Kat.

sym. mon. 2-Kat.

333?33

I
als|lw[N| = o




Grothendiecks n-Kategorien
000000e0

Die w-Kategorien

Das Periodensystem

Dieser Stabilisierungseffekt, d.h. das sich immer eine Zeile
verschoben Symmetrie einstellt, ist bemerkenswert und setzt sich

weiter fort. Wir erhalten damit:

Fiir einen topologischen Raum X ist 7, (X, x) abelsch fiir k > 1.
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Das Periodensystem

Dieser Stabilisierungseffekt, d.h. das sich immer eine Zeile
verschoben einstellt, ist bemerkenswert und setzt sich

weiter fort. Wir erhalten damit:

Fiir einen topologischen Raum X ist 7, (X, x) abelsch fiir k > 1.

Beweis.
Wir setzen n = 0 und m = k im Periodensystem. So besteht z.B.

m2(X, x) aus dem Punkt x (i = 0), dem konstanten Weg (i = 1)
und den stetigen Abbildungen [0,1]> — X.

Ol
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Es bleibt aber noch viel zu tun...
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Vielen Dank fiir ihre Aufmerksamkeit!
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